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Zusammenfassung

Im vorliegenden Dokument soll die Potenzsummenformel

@© ; nkt1=if
Z’ +Z ]1](k+1—])'

i=1
in einzelnen Schritten ermittelt und hergeleitet werden. Hierbei wird beim einfachsten Zusammen-
hang mit k = 0 begonnen und die Formel und Beweisfiihrung fiir hohere k-Ebenen weiter ausgefiihrt.
Zum Einsatz kommt u. a. das Koeffizientenschema.
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Ermittlung der Potenzsummenformel

1 Summenformel fir k=0 und k=1

Die einfachsten Beziehungen erhélt man, wenn von k = 0 ausgegangen wird:

n
Zi0:1+1+...+1:n
i1

Dies erkennt man ohne eine Formel zu wissen oder herleiten zu miissen.

Auch im Falle k = 1 findet man schnell einen Zusammenhang:

Yi,il = 1+4243+...+n

Yt = n+n-1)+mn-2)...+1
2Y = m+D+m+D+m+1)...+(n+1)
it = dn(m+1)

Yt = gn+gn?

1.1 Beweis durch vollstandige Induktion

In allen logischen Ketten, in denen man von einem bezeichneten Zustand n zu einem ebensolchen
Zustand n + 1 gelangen und bei 7,,, beginnen kann, kann die Giiltigkeit der Schliisse durch
vollstindige Induktion bewiesen werden.

Hierzu kann das zweite Beispiel des vorherigen Punktes dienen.

a) Man priift, ob die Formel fiir n,,;, = 1 gilt:

i=l==-4+-=1

N =
N =

1
i=1

b) Da (a) positiv ausfiel, untersucht man nunmehr den Ubergang von 7 nach 1 + 1:

n n+1
Yitm+1) = Y
i=1 i=1
1 1, 1 1 5
S+ +n+1 = 2(n+1)+2(n+1)
1 1 1 1 1 1 1
§n+§n2+n+1 = §n+§+§n2+§2n+§
1, 1 1,1
2n +23n+1 = 2n +23n+1
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Ermittlung der Potenzsummenformel

2 Der Ubergang zur nichst héheren Summenformel fiir k=2

Was ergibt sich als Formel fiir

n

Zi2:1+4+9+16+”'+”2
im1

1. Uberlegung: Bisher sind nur 7 und n? jeweils mit dem Faktor 27! in der 2. Formel und 7 mit
dem Faktor 1 in der einfachsten Formel vorgekommen.

2. Uberlegung: Fiir k = 0 tauchte n = n!, fiir k = 1 tauchte 12 als hochste Potenz auf. Sollte die
hochste Potenz pe = k + 1 sein?

Die beiden Uberlegungen fiihren zu einem Ansatz, der einen Versuch darstellt:

n

Z = ap1n + a2,2n2 + a2,3n3
i=1

Die erste Tiefzahl an a gibt k an, die zweite die Nummer des Summanden.

3. Uberlegung: Einleuchtend ist, dass ein konstanter Summand a0 hier nicht (und nie) existiert,

weil .
1

Y =1

i=1

immer gelten muss.

Die niedrigen Werte fiir n = 1,2,3 sind leicht zu berechnen. Dann sind die Faktoren a, 1, a2, und a3
die Unbekannten:

IN !
-
N
Il
—_
1l

a1 tazz +4az3

Z 2 = 5 = 2a2,1 + 4&2/2 + 8a2,3

Z iz = 14 = 3112,1 + 9112/2 + 27(12,3

= az1tazp+a3

5 = 2ap; +4axp +8az3
14 = 3ayq +9az5 +27a33
3 = 2ap7+6ax3
11 = 6axp +24ay3
2 = 6mg3

_1 _1 _ 1
M1=g M2=35 AB23=3

Demnach wire

1 1 1
2_ 1 Lo 13
Elz =gt on +an
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Ermittlung der Potenzsummenformel

2.1 Versuch des endgiiltigen Beweises der Formel

n
1 1 1
2 1 12 13
Zz = 6n + 211 + 371
i=1
Sie gilt sicher fiir i = 1,2,3. Gilt sie auch fiiri > 3,d.h. fiiri = 4,5,6...7

Beweis durch vollstindige Induktion:

%n+%n2+%n3+(n+1)2 Z %(n+1)+%(n+1)2+%(n+1)3
1 1 1 1 1 1 1 1
6n+§n2+§n3+n2+2n+1 = En+6+§n2+n+§+§(n+1)3
1, 1 1, 1,, 1. 1
311 +n +n+3 = 3n +33n +33n+3

Der versuchte Ansatz fithrte zum Ziel. Die erhaltene Formel ist richtig, sie gilt fiir alle i. Zum
Beispiel ist
5
1 1 1 1
2
==-5+=--254+=--125=(5+75+250)- =55
;l 6 "2 3 ( )5

Eine Pyramide aus Kugeln, deren untere Lage 5 - 5 = 25 Kugeln, deren nédchste dann 4 - 4 = 16 und
deren letzte Lage, die Spitze, nur noch eine Kugel (1 - 1) enthielte, benotigt insgesamt 55 Kugeln.

2.2 \Vergleich der Ergebnisse

§i° =0
1 1
z-l__ -2
1 —2n+2n
1 1 1
2 _ = — .2 -3
El —6n+2n+3n

Die drei Uberlegungen in Abschnitt 2 fithrten zu einem richtigen Ergebnis.
1. Es gibt Summanden von n bis 1n3.
2. Die hochste Potenz ist pyx =3 =k + 1.
3. Ein n-freier Summand existiert nicht.

Man entdeckt hier eine wichtige Verhaltensweise, die beim Beweisen in der Mathematik notig ist.
Man erspart sich viel Arbeit und vielleicht wird auch der Spaf} grofier, wenn man zunéchst, von
einfachsten ausgehend, rein bildhaft die Fortentwicklung einer Formel zu erspdhen sucht. Um den
Beweis kann man sich nicht driicken, aber die schliissige Herleitung einer Formel wie im Falle
k =1 schon durch Gauf8 kann und wird auch bei hoheren k-Werten wesentlich schwieriger sein.
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Ermittlung der Potenzsummenformel

3 Der Ubergang zu k=3

Auf dem im 2.2. Abschnitt beschriebenen Weg sollte man fortschreiten. Dann liefse sich folgender
Formelaufbau fiir k = 3 vermuten:

n
Z £ = azin + a3,2n2 + a3,3n3 + a3,4n4
i=1
n
3 2, 15, 14
I = azin+azon +§n +Zn

Die hochste Potenz scheint namlich den Faktor (k + 1)™! und die nichste Potenz den Faktor 27! bei
sich zu haben. Nur zwei Unbekannte wiren zu suchen: a3 ; und a3 .

_ — 1,1
1 =1 = a3,1+a3,2+2+4

P =9 = 2a31+4a3,+4+4

7 = 203,+8-1-1

1
azp =7 a31=0

Demnach wire:
n

3_1, 15 14
;z =gt g
Der Beweis soll durch vollstandige Induktion unternommen werden.
%n2+%n3+%n4+(n+1)3 = 2+l int+ 3 +3n2 +1
Tn+12+im+1°+1m+1)* = 2+ 1on+ 1+ 1nd+ 1302 + 130
+1+ gt + 14l + ton? + Mn + 1

Gleichung1 = Gleichung 2

1.2 2 _ 1.2 1,2 1,2
n +3nc = in +32n +32n
- 1 1
3n = 2n+32n+n
— 1_.1_.1
I = z+5+1

1 =1
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Ermittlung der Potenzsummenformel

3.1 Zusammenfassen der Ergebnisse

L

Zil_l 1,

Ziz_% izls
6 2 3

1 1 1
Zi3 = i+ + ot

Il
(e}

|

[
=
+

|
=

|

[
=
+
Iy
+
Iy

1. Das Nichterscheinen eines n-Summanden war nicht zu erwarten.
2. Der Faktor bei n% kann noch nicht verstanden werden.
3. Der Faktor fiir die Potenz k bleibt weiterhin 2~ 1.

4. Der Faktor fiir die héchste Potenz ist in der Tat (k + 1)

Vermutung: Die Entwicklung der Faktoren geschieht entlang einer Diagonalen von links oben
nach rechts unten im obigen Schema.

» In der 1. Diagonalen werden die Nenner grofser: 1,2,3,4 . ..
» In der 2. Diagonalen sind die Nenner gleich: 2,22 . ..

» In der 3. Diagonalen fallen die Nenner: 6,4 . ..

Nochist keine weitere Aussage moglich. wenn auch noch richtig sein sollte, dafs die vierte Diagonale

tiberhaupt ausfillt, wiare der Ansatz:
- 4 3, 14 15

Zz =agn+0+ag3n’ + En + 5”

1

verniinftig. Man hitte wieder nur zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten zu 16sen.

4 Die Formel firk=4

i
Il
—_
Il

1 1
as1 + as3 + 5 + E

HMN»—‘M»—‘
= .
1
—_
N
Il

2a41 +8as3 + 8 + 321

_1 _ 1
M3 =3 441 = "33

Dann mdisste fiir k = 4 geschrieben werden:

n

1 1 1 1
2 4 3 4 5
———n+0+—n + 1N+ =n
T ! 30 3 2 5

Die drei Vermutungen des vorigen und die eine am Anfang dieses Absatzes sind allesamt einge-
troffen, so dass auch die Formel fiir k = 4 zunéchst probiert und dann bewiesen werden sollte.

—6— v1.1-27.11.2010



Ermittlung der Potenzsummenformel

5 Das Koeffizienten-(Faktoren-)-Schema von k=0 bis k=4

k J
1 2 3 4 5
0 1
1| 271 2-1
2| 671 2-1 31
3 0 471 21 471
4| -30"1 0 371 271 571
N N N N
Dy Ds D, D,

Ohne die Formel fiir k = 4 schon bewiesen zu haben, scheint hier die Entwicklung der Diagonalen
D1, Dy und Dy sichtbar zu sein. Andere Richtungen (Zeilen, Spalten) schienen »kein Angebot« zu
machen.

Di: a1 ap a3 as 4 a5
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 11 1.l.2.1 1.lo2.l.3l 1.l.1.31ig01
Dy : ay; azp as3 a44

11 11 1 11 1 1 1

2 323 372333 3:2:3:3:3°44
D3: a1 aszp a3

1 1 1

6 1 3

1 1.2, 1 1 7.1 4.1 ?

¢ 6§33 33243 ‘

Durch das praktische nummerieren mit zwei Tiefzahlen wird seltsamerweise der Entwicklungsme-
chanismus sichtbar:
Am,n
m+1

= Am+1n+1 = 4 = —
N m+1,n L —

Am+1,n+1

Nichts ist bewiesen. Dennoch mache man sich klar, dass man beim Eindringen in den Formalme-
chanismus von niedrigen k-Werten her zunédchst einfache Regelméfiigkeiten (z. B. 1 (k+ 1)
entdeckte und nun plotzlich einen Ubergangsformalismus hat, der das gesamte Faktorenschema
umfasst. Wiahrend man also eine Formel fiir ein bestimmtes k zu beweisen hatte, als man die
Untersuchung begann, liegt nun das gesamte Schema, ob bewiesen oder nicht, bis zu beliebigem
k vor. Nur die Start-Faktoren a1 miissen iiber die durch die Zeilen mit niedrigerem k bekannt
gewordenen g ; mit j = 2 bis j = k + 1 berechnet werden.

6 Das Koeffizientenschema

Man erkennt sofort, dass die Regelmafsigkeit der Entwicklung formlich nach der Berechnung durch
einen Rechner verlangt.
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Ermittlung der Potenzsummenformel

1. Es gilt:

ak,1 =1- Z llk,]'

2. Fiiralle ) i gilt, wenn nur bis 1 summiert wird:

1
2!
1

1

1¥ =1, also

a1 + ax2 +...+ Ak k+1

Nur a5 ; ist unbekannt.

3. Esist:

Aek+1 = 1

Daraus folgt:

4. Die einzelnen Faktoren sind:

=1.3.1.4.1.5.1 L 1_
Okj-1=53 34354 12- 3 6 = 21
_ 1 1 _
ak,k_2—0-4-§...12-m 0—613,1
—_1l.5.1. 4.1 .1 1 _
Ak k-3 = 30 5 5 6 3...12 9 30—614,1
_ 1 k
k2 =0k-11"73 "
Damit erhédlt man fiir jedes ay ;:
1

A, = Ok+1,j - k!m

und zur Bestimmung von aj ;:

NI —

k1 =

1 c aj I 2 1k'
S k+1 Z Fk+1— )
wobei k! als Konstante noch ausgeklammert werden kann:

_1_ 1 aj1
1T Tk kZ[](kH—J)]

Diese Formel gestattet, aus a1 mit k = 3 431 und mit k = 4 a4; und so fortfahrend, alle weiteren
Startkoeffizienten zu berechnen.
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Ermittlung der Potenzsummenformel

8 9 10 11 12 13

O A= NI= = |
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o
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| |
—w © = O - O NI= NI= Gl
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1
8
11
2 9
3 11
4 2 10
5 1 1
0 6 2 11
11 11 1
-5 0 & 3
_u
0 -4 o0 1

Tabelle 1: Berechnetete Startkoeffizienten

Nl— ElH

&=

Die Programmierung dieser Beziehung fiir den TI59 und die Berechnung ergibt die zusammenge-

stellten Werte in Tabelle 1.

Man zeigt schon allerhand Optimismus, wenn man ein Schema fiir k = 0 bis k = 12 angibt, ohne
tiberhaupt irgendetwas bewiesen zu haben. daher seien wenigstens fiir k = 10 einige spezielle

Werte berechnet.

D D D D

Gemaifs dem nachstehendem Ausdruck

ergaben sich die oberen Zahlenwerte.

o
1S
I

~.
—_

= 10.874.275

= 353.815.700

1 5
— P+’ —n’+Zn

9 =1.025
19 = 1.108. 650

10 = 71.340. 451

19 = 1.427.557.524

X
X
X
X

1 1
9 10 11
2 11

vi.1—-27.11.2010



Ermittlung der Potenzsummenformel

7 Die weitere Beweisfuhrung

Bisher ist die Potenzsummenformel nur bis k = 3 bewiesen worden. Fiir k = 4 ist sie eine Vermutung.
Man muss bedenken, dass der Beweis durch vollstindige Induktion mit steigendem k immer mehr
Rechenarbeit erfordert, denn schon bei k = 4 kommen fiinfte Potenzen vor. Die Frage ist, ob ein
allgemeiner Beweis moglich und einfach ist. Der erste, bei n stehende Faktor folgt namlich nicht
aus dem allgemeinen Entwicklungsgesetz

m+1

An+ln+l = Omn
" n+1’

sondern aus den iibrigen Faktoren bei n® bis n**!, die aus dem Diagonalengesetz folgen. Daher
hangtjeder erste Faktor von den vorangegangenen Faktoren fiir niedrigere k ab. Dies wird sicherlich
den Beweis erschweren. Andererseits werden die Potenzen von (1 + 1) Faktoren mit Fakultaten im
Zidhler und Nenner enthalten, so dass manches sich wegkiirzen konnte. Es ist ndmlich

i [i\i=1 [i)i-2 i
nm+1) =n +(1) " +(2) . +"'(i—1)n+1

wobei i 2 i
O o) T eli—e)

8 Allgemeiner Beweis durch vollstandige Induktion

nk+1-j

k
+kZ]1|(k ) 1’l+1)
+ 1)1 +1 (n + 1)F+1-i
:<nk ANUES)) kZ NCES Vil
+1 jrlk+1-9)

Die beiden hochsten Potenzen auf der linken Seite ergdnzen sich zu Null mit dem jeweils ersten
Glied der Potenzreihen auf der rechten Seite der Gleichung:

k+1 -j

nk n+1)f & fk+1) 1 (1 + 1)k*1+7
kZ” Th+1-j) 2 " 2 Z”( i )k+1 kZ” ifk+1-j)

=0

~ I

nk+1-j

1y ifk+1 (n + 1)1
kZ ]1](k+1—]) EZ‘ () - Zn( i )k+1 kZ k1)

1=

Die Beweisfiihrung vereinfacht sich nunmehr auf den Vergleich gleicher Potenzen. Daher kénnen
die Summenzeichen fortfallen. Die niedrigsten Potenzen folgen ausi =0 und i = 1:

k
11 1
= | e —
2 T k+1 +k';a1’lj!(k+1—j)!
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Ermittlung der Potenzsummenformel

Diese Beziehung erhdlt man fiir i = 0. Im Abschnitt 6 wurde sie, nach a; ; aufgelost, vorgestellt.

k
k k
a1 + E =1+ ;‘a],l(])

wird fiir n! erhalten. ax1 erscheint auf beiden Seiten und fallt heraus, nach ax_; ; aufgeldst ergibt

sich:
(]
_ al )z
P il k

und damit dieselbe Beziehung wie bei n°, nur eben anstatt fiir k hier fiir k — 1.

1
ax-11 = 5~

bl el

Wenn die allgemeine Formel fiir )| i*, wie sie vermutet wird, richtig ist, muss sicherlich die
Bestimmungsgleichung fiir die a5 1, wie sie sich aus dem Koeffizientenvergleich bei gleichen
Exponenten ergibt, unabhidngig vom Exponenten immer zu den gleichen Werten 4y ; fithren. Wenn
dieser Beweis gelingt, kann man sagen, dass er nur unter der Bedingung gilt, dass die Koeffizienten
sich geméf} der Bestimmungsgleichung ergeben. Da diese rekursiv aufgebaut ist, d. h. das nichst
hohere a5 1 aus den vorangegangenen folgt, kann dann die gesamte Menge der 4y ; ausgehend von
ap1 = 67! berechnet werden. Dies ist vorab bereits geschehen mithilfe eines Programms auf dem TI
59.

a1 = 671 ap) = —691-273071

ag; = 3071 Ay = 7-671

a1 = 4271 a1 = -—3617-51071

agn = —3071 a1g1 = 438677987

a1 = 5-6671  ay;, = -—174611-3307"

Ein einfaches Entwicklungsgesetz ist nicht zu erkennen. Einzige Regelmaifligkeit scheint der
Vorzeichenwechsel und der Ausfall der a-Werte fiir ungerade k zu sein.

Die Ermittlung der Briiche gelang iiber die Perioden der Dezimalstellen. a5, ist geraten (Rest
798 — 775 ~ 1077).

Die Beziehung zu Beginn dieses Abschnitts kann natiirlich auch zum Koeffizientenvergleich in der
i-ten Potenz benutzt werden: Esistdann j=k+1—-iundk+1-j=1:

k+1)! k+1 k 1
kKlagi1-i7 N kL (k:11)| iy i] a1 (" )
(k+1-=9!  it(k=0)!  i'(k+1-1) (k+1—])'
Der Vergleich der a-Werte mit hochstem Index ergibt:
klagi1-i1 e - g1 (k+1—j)!
k+1-=04 7 T k+ 1= it (k+1—j—10)!

Dajl=(k+1-i)lundk+1-j—i=0undO0! =1 fallen die a-Werte mit dem hochsten Index heraus
und es bleibt nach Division mit k!

11 1 ’”i Vo (1)
21'(k—1) 1'(k+1—1)' = jlk+1-7)!

—i—1 k+1—j

1 1 a1 )
= _ — ik — e 7
M-i= 5 " r1=; il (k z) '(k+1—])l

\
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9 Die Bedeutung der Koeffizienten a; ;

Die Frage ist sicherlich berechtigt, ob den Koeffizienten, die am Anfang der Reihe zur Berechnung
einer Potenzsumme ganzer Zahlen stehen gemafs

n

Zik:ﬂk,l'ﬂ"'---,

k=1

eine besondere Stellung zukommt. Wer einmal in einer mathematischen Formelsammlung nach-
schaut, findet sie dort als Bernoulli’sche Zahlen, wobei |a2n,1| = B,,. Sie kommen in verschiedenen
unendlichen Reihen vor. Z. B.:

p2n=1p2n 1 1 1 o 1
T Pt E T L
k=1

co n2n (H2n
_la 25 w2y
tanx-x+§x +EX +'”_ZWBHX

2n—1

Die hier hergeleitete Potenzsummenformel wird geschrieben:
n k+1 k
PN n* 1(k w1 1k w3 1k k=5
- I ) - = - -
) k+1+2+2(1) g gls)P

x=1
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