107 — Quantenchaos

Versuchsprotokoll zum F-Praktikum an der Ruhr-Universitat Bochum

Paul Katolla <p_katolla@yahoo.de>
Tobias Kréhling <Tobias.Kraehling@SemiByte.de>

14.06.2009
Version 1.0

1 Einfahrung

Inhaltsverzeichnis
1 Einfiihrung 1
2 Theoretische Grundlagen 1
2.1 KlassischesChaos . . . ... ... .. 1
2.2 Quantenchaos . ... ......... 2
2.3 DerResonator . . ........... 3
2.4 Quantenmechanisches Verhalten si-
muliert mit Mikrowellen . . . . . .. 4
2.5 Herleitung der Helmholtz-Wellen-
gleichung . ... ........... 5
2.6 Weyl'sche Beziehung . . . ... ... 6
3 Versuchsbeschreibung 7
3.1 Bestimmung der Eigenfrequenzen . 7
3.11 Zirkulator ... ........ 7
3.1.2 Durchfihrung . . . ... ... 8
3.2 Bestimmung der Moden . .. .. .. 8
3.21 Durchfihrung . . . ... ... 9
4 Auswertung 10
41 Bestimmung der Verteilungsfunkti-
on der Eigenfrequenzen . ... ... 10
42 Zustandsdichte nach Weyl . . . . . . 12
43 Modenkarten von integrablen und
nicht-integrablen Systemen . . . . . 12
5 Fazit 13
Literatur 14

Im Versuch , Quantenchaos” werden integra-
ble und nicht-integrable quantenmechanische
Systeme untersucht und miteinander vergli-
chen. Bedingt durch ihre geringen Dimensio-
nen sind quantenmechanische Systeme von
Natur aus experimentell schwer zuganglich.
Aus diesem Grund wird die Aquivalenz der
zweidimensionalen Schrodinger- und Helm-
holtz-Gleichung ausgenutzt, um quantenme-
chanische Systeme mit chaotischem Verhalten
zu simulieren und dadurch experimentell zu-
ganglich zu machen.

2 Theoretische Grundlagen

2.1 Kilassisches Chaos

Fiir ihre Experimente bedient sich die Chaos-
forschung verschiedener Modellsysteme. Ein
Billard z. B. ist ein spezielles 2D-Modellsystem,
das im Ortsraum beschrankt ist und ermog-
licht, klassische sowie quantenmechanische
integrable und nicht-integrable Systeme zu
untersuchen.

Betrachten wir ein punktférmiges Teilchen,
welches sich in einem rechteckigen, zweidi-
mensionalen Billard (siehe Abbildung 1a) be-
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a b

Abbildung 1: Die Abweichung nimmt in ei-
nem rechteckigen Billard (a) linear mit der Zeit
zu, das System ist integrabel. In einem Sinai-
Billard (b) steigt die Abweichung exponentiell
an, das System ist nicht-integrabel.

wegt. Die Energie E des Teilchens und das
Quadrat der Impulskomponente p2 oder pf/
sind dabei Erhaltungsgrofien. Bei einer Reflex-
ion dndert nur eine der Impulskomponenten
px bzw. p, ihr Vorzeichen, nicht aber ihren
Betrag. Ein solches System ist integrabel, da
die Zahl der Erhaltungsgrofien und die Zahl
der Freiheitsgrade tibereinstimmen. Man kann
somit die Trajektorie des Teilchens fiir lange
Zeitrdaume recht genau vorhersagen, wenn die
Anfangsbedingungen bekannt sind und das
Reflexionsgesetz angewendet wird. Ahnliche
Anfangsbedingungen haben in diesem Fall
dhnliche Trajektorien zur Folge, die Abwei-
chung wichst linear mit der Zeit.

Im Gegensatz dazu haben wir in einem Sinai-
Billard, einem rechteckigen Billard mit einer
Storung (siehe Abbildung 1b), nur eine ein-
zige Erhaltungsgrofle, die Energie E. Damit
tibersteigt dort die Zahl der Freiheitsgrade die
Zahl der Erhaltungsgrofien — das System ist
nicht-integrabel. Die Storanfalligkeit der Teil-
chenbahn ist in diesem Fall sehr grof; — kleinste
Abweichungen in den Anfangsbedingungen
wachsen exponentiell mit der Zeit an und ha-
ben damit verschiedene Trajektorien zur Folge.

2.2 Quantenchaos

Verkleinern wir unser Sinai-Billard soweit,
dass quantenmechanische Effekt eine Rolle
spielen, so ist die klassische Betrachtungswei-
se aus Abschnitt 2.1 nicht mehr anwendbar.
Eine Trajektorie im klassischen Sinn ist hier
nicht mehr definiert. Zudem ist die Angabe
eines Zustandes im Phasenraum durch die
Unschérferelation begrenzt.

Um das Problem quantenmechanisch betrach-
ten zu konnen, 16st man zunéachst die Schro-
dinger-Gleichung

%2

- —V2, = E;iby.

o (2.1)

Dabei soll fiir die Eigenfunktionen 1, auf dem
Rand die Bedingung ¢, = 0 gelten.

Die so bestimmten Wellenfunktionen werden
durch Superposition zu Wellenpaketen zusam-
mengefiigt. Mit Hilfe dieser Wellenpakete ist
es moglich, die Wellenfunktion fiir jeden Ort
und zu allen spateren Zeitpunkten anzugeben.
Damit wire ein klassisch nicht-integrables Sy-
stem, quantenmechanisch betrachtet tiber be-
liebig lange Zeitraume, unter Wahrung der
Unscharferelation, exakt vorhersehbar. Eine
Aussage iiber die quantenmechanischen Ei-
genschaften eines nicht-integrablen Systems
ist aufgrund dieser Ergebnisse jedoch nicht
moglich.

Um eine Aussage iiber die quantenmechani-
schen Eigenschaften von klassisch integrablen
bzw. nicht-integrablen Systemen zu treffen,
wird die statistische Verteilung der Abstiande
benachbarter Energieeigenwerte in diesen Sy-
stemen betrachtet. Da die numerische Losung
der Schrodinger-Gleichung fiir relativ einfache
nicht-integrable Billards sogar mit Hilfe von
modernen Grofirechnern sehr aufwendig — bis
gar unmoglich —ist, bedient man sich der in der
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Einleitung erwahnten Aquivalenz der zwei-
dimensionalen Schrédinger- und Helmholtz-
Gleichung (siehe Abschnitt 2.5). Die Wellen-
funktion 1 wird dabei durch die elektrische
Feldstarke E und die quantenmechanischen
Energieeigenwerte E,, bis auf einen Vorfaktor,
durch die Quadrate der Eigenfrequenzen f?
ersetzt.

2.3 Der Resonator

Resonatoren fiir Mikrowellen sind in der Regel
einfache Gebilde aus Metall. Betrachten wir
einen flachen Resonator, der die Form eines
rechteckigen Billards der Lange a und der Brei-
te b hat. In diesem Resonator werden Mikro-
wellen eingekoppelt. Fiir Frequenzen f kleiner
als

c
f max = % (2.2)

mit der Hohe / des Resonators und der Lichtge-
schwindigkeit ¢ kann der Resonator als zwei-
dimensional angenommen werden, so dass
elektrische Feldlinien nur senkrecht zwischen
Boden und Deckel verlaufen. In z-Richtung,
entlang der Hohe des Resonators /1, bildet sich
ein konstantes elektrisches Feld E, aus. Die-
ses muss zusdtzlich noch die elektromagne-
tische Randbedingung erfiillen, dass es am
dufleren Rand des Resonators verschwindet.
In diesem Fall sind die Schrodinger- und die
Helmholtz-Gleichung vollstandig dquivalent.
An den Riandern des Resonators kommt es
zur Reflektion der Mikrowellen. Durch die
Uberlagerung der hin- und zuriicklaufenden
Wellen bildet sich ein stehendes Wellenfeld
aus — im Resonator konnen sich nur bestimmte
Schwingungsformen, so genannte Moden (sie-
he Abbildung 2), ausbilden. Die verschiedenen
Moden werden durch die beiden Modenzah-
len m und n gekennzeichnet. Dabei ist m die
Anzahl der Halbwellen tiber der Lange a4 und
n die Anzahl der Halbwellen iiber der Breite
b. Es gibt die , transversal elektrischen” TE,;;,-
Moden (mit E; = 0 und H, # 0, daher auch als

(a) Ell'MOde (b) Ezz'MOde

) (=) (>)
> ) >

= lc=lc=7]
o) E>»E >
(e e

(EDIEDNESD)

(C) E53'M0de (d) E39'M0de

Abbildung 2: Moden im zweidimensionalen
Resonator, die Farbskala gibt die Intensitat
(I ~ E?) des elektrischen Feldes an.

H,;,-Mode bezeichnet) sowie die , transversal
magnetischen” TM,,,-Moden (mit E; # 0 und
H, = 0, daher auch als E,;;;-Mode bezeichnet).
Jegliche Feldverteilung lasst sich als Superpo-
sition beider Moden darstellen.

Nehmen wir an, dass die Mikrowellen in un-
serem Resonator sich im Vakuum ausbreiten,
d.h. p = j = 0. Die Maxwellgleichungen lau-
ten dann im (cgs)-System

V.E=0 (2.3a)

10E
—EE'FVXH—O (23b)
V-H=0 (2.3c)

10H

Durch die Einschrankung der Bewegung in x-
und y-Richtung erhilt man die beiden Rand-
bedingungen

O<x<a und O<y<b. (2.4)

Wird von ideal leitenden Metallwinden aus-
gegangen, so miissen der parallel zu den Me-
tallwianden verlaufende elektrische Feldanteil
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E| und die senkrecht stehende magnetische
Feldstarke H, verschwinden, d. h.

Ej=0 und H,=0. (25)

Die Losung der Maxwellgleichungen ist dann
gegeben durch eine ebene Welle der Form

E = Egexp {i(wt — kr)}. (2.6)

Mit [k| = [k} + k% + k2 und k = 2 erhélt man
BN NN
o) T\ T\
2a

mit der Vakuumwellenldnge A. Die A, = -
und A, = 2 folgen aus den Randbedingungen
an den Metallwdnden (Gleichung (2.4) und
(2.5)) — setzt man diese in Gleichung (2.7) ein,

so erhilt man

R CIREE
A 2a 2b 2h) -
Dabei wurde ausgenutzt, dass in z-Richtung

die Wellenldnge durch Gleichung (2.2) be-
stimmt ist. Aufgelost nach zl_h erhdlt man

R RETRETN
2h 2a 2b Al
Ein Ausdruck fiir die kritische Wellenldnge Ay
lasst sich aus der Uberlegung herleiten, dass

nur ein reeller Ausdruck unter der Wurzel
physikalisch sinnvoll ist, d. h. wenn gilt

- GG =) ew

Damit erhdlt man die kritische Wellenldnge

1
2 2
(5) + (%)
Der Resonator zeigt damit ein Hochpassver-
halten. Ein Hochpass dient dazu, tiefere Fre-
quenzen als seine Grenzfrequenz zu damp-

fen. Nur Frequenzen oberhalb einer Grenzfre-
quenz werden ungeschwécht durchgelassen.

(2.7)

(2.8)

(2.9)

A = (2.11)
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Abbildung 3: Beispielhaft generiertes Reflek-
tionsspektrum eines Mikrowellenresonators

Fiir unseren Resonator konnen wir auch eine
Grenzfrequenz fi angeben:

el G
/\k B 2a 2b) -

2.4 Quantenmechanisches Verhalten
simuliert mit Mikrowellen

fi= (2.12)

Mit Hilfe der in Abschnitt 2.2 beschriebenen
Resonatoren lésst sich fiir jede Resonanzfre-
quenz das elektrische Feld zweidimensional
abtasten. Dazu ist es notwendig, dass die Ein-
koppelstelle der Mikrowellen variiert wird.
Auf dieser Weise werden auch quantenmecha-
nische Systeme experimentell zuganglich.

Um zwischen integrablen und nicht-integra-
blen Systemen unterscheiden zu kénnen, greift
man auf eine in der Kernphysik entwickelte
Methode zurtick. Dort hat es sich herausge-
stellt, dass die Verteilung der Abstdnde benach-
barter Energieeigenwerte E, eine geeignete
Grofse hierfiir ist. Aus dem Reflektionsspek-
trum (Abbildung 3) eines Mikrowellenresona-
tors lassen sich die Eigenfrequenzen des Re-
sonators ablesen. Jedes Minimum entspricht
dabei einer Eigenfrequenz.

v1.0 — 14.06.2009
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Bildet man die Differenz benachbarter Ener-
gieeigenwerte E,;, also der Quadrate der Ei-
genfrequenzen f2, und normiert diese auf den
mittleren Abstand (s) = 1 mittels

2 _ 2
n+1 fn _ En+l_En

TR 2 (B —Eny’

n+1

(2.13)

so erhdlt man verschiedene Abstandsvertei-
lungen (siehe Abbildung 4) fiir integrable und
nicht-integrable Systeme. Anhand dieser lasst
sich entscheiden, ob ein System integrabel oder
nicht-integrabel ist. In einem integrablen Sy-
stem, z. B. in einem Rechteckbillard, geniigen
die Abstdnde s einer Poisson-Verteilung:

p(s) ~ exp{-s}. (2.14)

Die Energieeigenwerte zeigen ein typisches
Verhalten fiir integrable Systeme, sie sind un-
korreliert. In diesem Fall konnen die Fall kon-
nen die Energieeigenwerte beliebig nahe bei-
einander liegen, insbesondere ist Entartung
moglich.

Fiir ein nicht-integrables System, z. B. ein Sinai-
Billard, findet man eine Wigner-Dyson-Vertei-
lung:

p(s) ~s exp{—sz} (2.15)

Die Energieeigenwerte stofSen sich in diesem
Fall ab und tendieren dazu, einen mittleren Ab-
stand anzunehmen. Es gibt also Korrelationen
zwischen den Energieeigenwerten.

/Wigner-Dyson: p ~ sexp(—s?)
/Poisson: p ~ exp(-s)

S

p(s)

Abbildung 4: Vergleich von Poisson- mit
Wigner-Dyson-Statistik

2.5 Herleitung der Helmholtz-Wellen-
gleichung

Die Maxwell-Gleichung nehmen im Vakuum
die Form

V.E=0 (2.16a)
10E
10H
VXE = —EE (216C)
V.-H=0 (2.16d)

an (cgs-System). Mit der Vektoridentitat

Vx(Vxa)=V(V-a)-Va (2.17)

erhdlt man durch Einsetzen von Gleichung
(2.16¢) und (2.16a) in (2.17)

10H
Vx(VxE)_Vx(—EE)

=0
—_——
=V(V-E)-V’E=-V?E (2.18)
——
=0
Fiir die linke Seite von Gleichung (2.18) erhalt
man und Ausnutzung von Gleichung (2.16b)

10H 10
VX (_Eﬁ) B _EE(VXH)
1 J?E

__1J(1JE\ _ 1J°E
" cot\cat] 2o

Fir ein elektrisches Feld mit harmonischer
Zeitabhangigkeit gilt

(2.19)

w = ck
E ~ exp{—iwt} i expi{—ickt} (2.20)
und damit 2 -
ﬁE ~ —c“k“E. (2.21)

Einsetzen von Gleichung (2.21) und (2.19) in
(2.18) liefert die Helmholtz-Wellengleichung
1

-3 (~c*K*E) = —-VE

V2E = —k2E

(2.22)

v1.0 — 14.06.2009
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2.6 Weyl’'sche Beziehung

Qualitative Beschreibungen von physikali-
schen Systemen konnen u. a. iiber die Betrach-
tung der Energieniveauzustinde, d.h. dem
Energiespektrum, erfolgen. Die spektralen
Korrelationsfunktionen unterscheiden sich da-
bei fiir die einzelnen Symmetrieklassen. Dabei
ist die Zustandsdichte p(E) (DOS, Density of
States) eines Systems die Summe von Delta-
funktionen an den Stellen der Energieeigen-
werte E,;:

p(E) = Z S(E - Ey) (2.23)

und setzt sich aus einem konstantem Term
(Weyl-Term) und einem fluktuierenden Teil
zusammen:

p(E) = pWeyl(E) + 5P(E) (2.24)

Der fluktuierende Teil ist im Mittel Null, wenn
das Spektrum invariant unter Energietrans-
lationen ist — die mittlere Zustandsdichte ist
durch den Weyl-Term (Weyl'sche Zustands-
dichte) gegeben (Wagner, 2008). Individuel-
le Figenschaften der Dynamik eines konkre-
ten Systems gehen in die Weyl’sche Zustands-
dichte nicht ein — sie ist universeller Natur —
und beschreibt daher fiir alle Systeme ein giil-
tiges Verhalten der mittleren Zustandsdich-
te. Systemspezifische Fluktuationen im Spek-
trum werden durch periodische Bahnen nicht-
verschwindender Lange bestimmt und verur-
sachen charakteristische Variationen der Zu-
standsdichte (Bartsch, 1998; Schomerus, 1997).

Die integrierte Zustandsdichte

E
n(E) = f p(x) dx (2.25)
0
— die Gesamtzahl von Zustdanden bis zur Ener-
gie E —lasst sich im zweidimensionalen Billard
durch die Weyl-Formel

Ney(E) = ! (AE U VE) (2.26a)
1 (2m 2mE
:—(ﬁAE u th (2.26b)

anndhern, wobei A die Fliache des Billards
und U den Umfang bezeichnet und in Glei-
chung (2.26a) die in der Theorie tibliche Ver-

. 2
emfachung I~ = 1 verwendet wurde.

MitE = L und p = fik erhdlt man
h2k2 2m k2
E=s o =% (2.27)

und einsetzen in Gleichung (2.26b) liefert

ey (K) = (sz kU). (2.28)
Um die Weyl-Formel (Gleichung (2.26)) von
massiven Teilchen fiir Photonen umzuschrei-

ben werden die Beziehung

he  khe E
E= hf__ 27'(®k_ﬁc

_ 2nf

(2.29)

in Gleichung (2.28) eingesetzt und man erhilt:

2
w;;?n (f) (i — ]ECU) (230b)

Man erkennt, das ein quadratischer Resonator
(a = b) die hochste integrierte Zustandsdichte
aufweist und diese umso kleiner wird, je klei-
ner das Verhiltnis b/a mit a > b ist. Anhand
der integrierten Zustandsdichte konnen also
Aussagen zum Verhiltnis der beiden Seiten
des rechteckigen Resonators getroffen werden.

v1.0 — 14.06.2009
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3 Versuchsbeschreibung

3.1 Bestimmung der Eigenfrequen-

zen

Im ersten Versuchsteil sollen die Eigenfrequen-
zen eines integrablen und eines nicht-integra-
blen Systems untersucht werden. Hierzu wur-
de der Versuch wie in Abbildung 5 aufgebaut.
Die vom HF-Generator erzeugten Mikrowel-
len werden {iber eine Koaxialleitung an einen
Leistungsteiler gefiihrt. Vom Leistungsteiler
wird ein Ausgang zu einem Zirkulator ge-
fiihrt, dessen Aufgabe darin besteht, die an-
kommende HF-Schwingung an die Antenne
weiterzufiihren. Die Antenne koppelt die an-
kommende HF-Strahlung in den Resonator
ein und koppelt die vom Resonator reflektier-
te HF-Strahlung wieder aus — die Antenne ist
somit gleichzeitig Sender und Empfanger der
HEF-Strahlung. Der Zirkulator leitet die von
der Antenne ankommende HF-Strahlung tiber
seinen dritten Anschluss tiber einen Detektor
an den Signaleingang des Analysator. Als Refe-
renzsignal fiir den Analysator wird der zweiter

Analysator

Signal

. _Referenz

HF-Generator

|

l § Leistungs-

teiler

* Detektoren

Resonator
mit Halterung

I Grundplatte I

Abbildung 5: Versuchsaufbau zur Bestim-
mung der Eigenfrequenzen (Ebbers)

Zirkulator

f

Abbildung 6: Dips der gemessenen reflektier-
ten Intensitédten an den Eigenfrequenzen

Ausgang des Leistungsteiler verwendet, wo
ebenfalls ein Detektor zwischengeschaltet ist.
Vom Mess- und Referenzsignal wird im Ana-
lysator die Differenz gebildet und angezeigt
— hierdurch kann der Einfluss von Kabelsto-
rungen unterdriickt werden. Da bei diesem
Aufbau in Reflektion gemessen wird sind die
Eigenfrequenzen des Systems als Dips zu er-
kennen, da bei den Eigenfrequenzen die ange-
botene Leistung durch den Generator maximal
eingekoppelt wird und somit die reflektierte
Leistung (Intensitdt) minimal wird (siehe Ab-
bildung 6).

3.1.1  Zirkulator

Der hier eingesetzte Zirkulator ist ein 3-Tor
(oder 3-Port) Zirkulator und wird fiir die Auf-
trennung von Signalrichtungen eingesetzt —
Zirkulatoren mit mehr Toren sind moglich.
Idealerweise ist dieser ein lineares Netzwerk-
element, dass das Signal (Leistung) am Tor 1
an Tor 2, das Signal vom Tor 2 an Tor 3 und
das Signal am Tor 3 an Tor 1 weiterleitet — das
heifit Signale (bzw. Leistung), die an einem
Tor anliegen, werden nur an das nachfolgen-
de Tor in der Reihenfolge 1 — 2 — 3 — 1 wei-
tergegeben. Ist ein Tor nicht besetzt, so wird
das Signal unverdndert an das nachfolgende
Tor weitergefiihrt; kurzgeschlossene Tore fiih-
ren zu einer Signalinvertierung. Ist ein Tor
angeschlossen, d. h. ist das Tor mit einem Wi-
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derstand nach Masse angeschlossen, so fallt
an diesem Widerstand die Signalspannung
ab und das Signal wird nicht an das nachfol-
genden Tor weitergegeben (Tietze et al., 1999).
Sind alle Tore beschaltet, so werden die an-
liegenden Signale ohne Verluste weitergelei-
tet, falls die Widerstinde an den Toren den
Wert des Bezugswiderstandes R besitzen. Spei-
cherung oder Verbrauch von Energie erfolgt
durch einen Zirkulator nicht. Beschrieben wird
ein Dreitor-Zirkulator in der stromgesteuerten
Matrixform durch

ui 0 R —-R il il
Us —R 0 R i2 =N iz (31)
us)l R =R 0 J\is i3

mit u;,i; den Spannungen/Stromen am Tor j
und dem Bezugswiderstand R - eine span-
nungsgesteuerte Form existiert nicht, da we-
gen detR = 0 die Inverse der Matrix R nicht
existiert (Stifse et al., 2005).

In diesem Versuch wird ein passiver Ferrit-
Zirkulator verwendet, wobei die Permeabilitit
des Ferrits (Mikrowellenferrit, z. B. Yttrium-
Eisen-Grant (YIG)) richtungsabhéngig ist. Das
Signal, welches beispielsweise am Tor 1 an-
liegt, wird in zwei gleiche Teile aufgespalten.
Beide Teilsignale haben jedoch unterschied-
liche Ausbreitungsgeschwindigkeiten — am
zweiten Tor kommen die beiden Signalhalften
gleichphasig an und addieren sich wieder zum
vollstandigen Signal, am dritten Tor sind sie
gegenphasig und loschen sich aus. Symmetri-
scher Aufbau, Wahl des Anschlusses und Ver-
wendung von Ferriten mit richtungsabhangi-
ger Permeabilitit! (Beschreibung durch einen
schiefsymmetrischen Polder-Tensor) ermogli-
chen somit eine definierte Wegrichtung der
Signale (Wikipedia, 2009; Ebbers).

" Hierdurch ist die Ubertragungsfunktion fisa # oo

3.1.2 Durchfiihrung

Als Resonator wurde ein rechteckiger Resona-
tor mit den Abmessungen (280 x 230 X 5) mm
fiir ein integrables System verwendet und an
einem festen Antennenort positioniert. Insge-
samt sollten etwa 200 Eigenfrequenzen, begin-
nend ab etwa 5GHz, bestimmt werden. Um
die Eigenfrequenzen gut bestimmen zu kon-
nen, wurde am HF-Generator jeweils ein Fre-
quenzsweep von 1GHz, beginnend ab 5 GHz
bis 15 GHz, eingestellt und am Analysator die
Frequenzen ausgemessen und in aufsteigen-
der Reihenfolge notiert, an denen Dips zu er-
kennen waren. Hierbei ist zu beachten, das
auch schon Dips durch den eigentlichen Auf-
bau entstehen, die nicht mit berticksichtigt
werden diirfen. Diese Dips konnen dadurch
ermittelt werden, indem der Deckel des Reso-
nators angehoben wird — die in diesem Fall
zu erkennen Dips sind somit keine Eigenfre-
quenzen des Resonators. Weiterhin ist hier zu
beachten, dass beim Anheben des Deckels der
Resonator nicht verschoben wird und somit
die Antennenposition verdndert wird, da die-
ser nur lose auf der Grundplatte aufliegt. Die
Eigenfrequenzen wurden zwecks der spateren
Auswertung direkt in Origin eingetragen.

Fiir die Bestimmung der Eigenfrequenzen ei-
nes chaotischen Systems wurde eine Storstelle
in Form eines Viertelkreises (r = 29 mm) in
eine Ecke des rechteckigen Resonators einge-
bracht und wie oben die Eigenfrequenzen im
Intervall (5 — 15) GHz bestimmt.

3.2 Bestimmung der Moden

Fiir den zweiten Versuchsteil wurde der Auf-
bau gemafl Abbildung 7 umgebaut. Hierbei
wird bei statischer Frequenz die reflektiert
Leistung in Abhédngigkeit vom Antennenort
aufgenommen und in einer Ubersichtskar-
te, der Modenkarte, dargestellt. Der recht-
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Analysator
PC

o eess

I~
serielle
Schnittstelle

HF-Generator

|

+ Detektoren

Resonator
mit Halterung

P

I Grundplatte

Plotter

Abbildung 7: Versuchsaufbau zur Aufnahme
der Modenkarte (Ebbers)

Zirkulator

eckige Resonator hat hier die Abmessungen
(150 x 100 X 5) mm und kann mittels eines Plot-
ters computergesteuert verschoben werden.
Fiir die zu untersuchende Mode wurde die
Eg-Mode ausgewaihlt, damit ergibt sich aus
den Resonatorabmessungen und nach Glei-
chung (2.12) eine Frequenz von 7,2061 GHz,
die statisch am HF-Generator eingestellt wird.
Das Steuerungsprogramm fiir den Plotter ra-
stert einen angegebenen Bereich automatisch
ab, liefit die Intensitdtswerte vom Analysator
tiber eine IEEE-Schnittstelle aus und schreibt
die Werte in eine Matrix. Diese Matrix kann
dann in Origin als ASCII-Datei geladen und
weiter ausgewertet werden.

3.2.1 Durchfiihrung

Zunichst wurde die Modenkarte eines recht-
eckigen Resonators (integrables System) auf-
genommen. Hierzu wurde der Resonator am
Plotter befestigt und der Resonator so ver-
schoben, das sich die Antenne in der linken
oberen Ecke befindet (hierzu muss der Motor
des Plotter ausgeschaltet sein, um den Reso-

\ 1. Flache
/2. Flache
¥ v

: 1 -
Abbildung 8: Schritte fir Rasterung

bt ]

nator verschieben zu konnen). Im Steuerungs-
programm, einem LabView-Programm, konn-
ten die Abmessungen sowie die Schrittwei-
te (2 mm) eingestellt werden. Ebenfalls muss-
te die Position der Antenne angegeben wer-
den, um die Abrasterung des Resonators in
die richtige Richtung vorzunehmen. Anschlie-
lend wurde der Motor eingeschaltet und das
Programm gestartet.

Fiir nicht-integrable Systeme wurden zwei ver-
schiedene Resonatoren untersucht, indem in
den rechteckigen Resonator Viertelkreise ge-
klebt wurden (mit Radius 30 mm und 20 mm).
Da die Steuerungssoftware nur rechteckige Ge-
biete abrastern kann, musste die Aufnahme
der Modenkarte in zwei Schritten erfolgen. Ist
der Viertelkreis in der unteren rechten Ecke
befestigt, wurde zundchst der obere Bereich
tiber die vollstandige Lange [; = I, aber mit der
Breite by = b — r abgerastert (Startpunkt oben
links). Im zweiten Schritt wurde unten links
angefangen, dann aber mit Lange I, = [ —r
und Breite b, = r (siehe Abbildung 8). Die auf-
genommenen Werte mussten anschliefSend in
Origin zusammengefiihrt werden.
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4 Auswertung

4.1 Bestimmung der Verteilungsfunk-

tion der Eigenfrequenzen

Um die Verteilungsfunktion der Eigenfrequen-
zen der untersuchten System zu bestimmen,
die Aufschluss iiber den Systemtyp geben sol-
len (vgl. Abschnitt 2.4), wurden die Frequen-
zen quadriert (vgl. Abschnitt 2.2 und Glei-
chung (2.13)) und die Abstdnde von benach-
barten Eigenfrequenzquadraten gebildet. An-
schlieffend wurden dies auf den Mittelwert
normiert:

2 2
n+1 _fn

< 34_1 _f7%>

und ein Histogramm mit Klassenbreite 0,1 der
s, erstellt.

(4.1)

n =

Abbildung 9 zeigt das Histogramm der Eigen-
frequenzquadratabstiande des rechteckigen Re-
sonator. Man erkennt an den Modellanpassun-
gen mit einer Poisson- und Wigner-Dyson-
Verteilung das es sich nicht, wie erwartet, um
ein integrables System handelt. Die Anpas-
sung mit einer Wigner-Dyson-Verteilung, die
ein nicht-integrables System kennzeichnet, ist
wesentlich besser, was sich auch im y2-Test
wiederspiegelt. Ursdchlich hierfiir ist der Auf-
bau, wobei die Antenne selbst eine Storung
darstellt und das integrable System in ein nicht-
integrables, chaotisches System f{iberfiihrt.
Durch die runde Antenne mit einer verhéltnis-
maflig grofsen runden Durchfiihrung und Iso-
lierung zur Grundplatte (@ ~ 5mm) handelt
es sich hier um ein Sinai-Billard (vgl. Abbil-
dung 1).

Wir vermuten, dass die Stérung des Systems
und somit der Ubergang von einem integra-
blen in ein nicht-integrables System abhéngt
von dem Frequenzbereich, in dem die Eigen-
frequenzen berticksichtigt werden. Storungen,

N
EN

[ Haufigkeit der Abstande
— Poisson-Anpassung
—— Wigner-Dyson-Anpassung

N
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normierter Abstand benachbarter Eigenfrequenzquadrate

o
=

o
°

Poisson-Modell p(s) = A exp{—Bs}

A 16,6 +2,2
B 0,64 £0,12
red. x> 18,57
Freiheitsgrade 53

Wigner-Dyson-Modell p(s) = As exp{—Bs?*}

A 48+3
B 1,18 +0,08
red. x? 4,82
Freiheitsgrade 53

Abbildung 9: Histogramm und Modellan-
passung der Eigenfrequenzquadratabstande
beim rechteckigen Resonator (integrables Sy-
stem)

die kleiner sind als die Halfte eine charak-
teristische Wellenldnge A, werden von den
eingekoppelten Wellen nicht gesehen, da die-
se in ein Wellenberg bzw. -tal hineinpassen —
sie werden quasi ,iibersprungen”. Dies sollte
man daran erkennen, dass die Modellanpas-
sungen mit einer Poisson-Verteilung besser
sind als mit einer Wigner-Dyson-Anpassung
oder zumindestens in etwa gleich gute Anpas-
sungen liefern (indiziert durch den x?-Test),
da ausgehend von der Antennenposition und
der Frequenz es auch passieren kann, dass
bei bestimmten Frequenzen unterhalb der cha-
rakteristische Frequenz die Wellen durch die
Antenne gestort werden. In Tabelle 1 sind fiir
unterschiedliche maximale Frequenzen, die
beriicksichtigt worden sind, die Werte der x*-

— 10—
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Abbildung 10: Anpassungsgite der Vertei-
lung der normierten Eigenfrequenzquadratab-
stédnde in Abhangigkeit der maximal bertck-
sichtigten Frequenz.

Tests fiir die Poisson-Verteilung (Index P) und
Wigner-Dyson (Index WD) aufgefiihrt. Zusétz-
lich ist die Anzahl der berticksichtigten Dips
(#Dips) und der Freiheitsgrade (FG) aufgefiihrt
—in Abbildung 10 ist dies graphisch dargestellt.

Erkennbar ist, das bei niedrigen Frequenzen
f = 7GHz beide Verteilung anndhern gleich
gut angepasst werden konnen — hier kann
keine Entscheidung mehr getroffen werden,
um welches System (integrabel oder nicht-
integrabel) es sich hier handelt. Dies kann
als Ubergangsbereich vom geordneten in ein
chaotisches System gedeutet werden — als cha-
rakteristische Wellenldnge fiir den Ubergang

fmax [GHzZ] | red. Xf, red. XZWD #Dips | FG
6,5 0,77 0,70 18 23
7,0 1,25 1,13 27 23
8,0 2,48 1,78 45 28
9,0 3,58 2,38 65 28
10,0 6,06 2,28 92 28
15,0 18,57 4,83 226 53

Tabelle 1: Vergleich der Modellanpassung mit
Poisson und Wigner-Dyson bei Berilcksichti-
gung der Eigenfrequenzen bis zu einer maxi-
malen Frequenz f,x.

> m [ Haufigkeit der Abstande

—— Poisson-Anpassung
—— Wigner-Dyson-Anpassung

20
16 x

124

Haufigkeit

o Y Il ——, 1

0,0 05 10 15 2,0 25 3,0 35 10 11 12

normierter Abstand benachbarter Eigenfrequenzquadrate

Poisson-Modell p(s) = A exp{—Bs}

A 179+1,7
B 0,67 + 0,09
red. x? 10,30
Freiheitsgrade 118
Wigner-Dyson-Modell p(s) = As exp{-Bs?}
A 58,2+2,0
B 1,34 +£0,05
red. x? 1,61
Freiheitsgrade 118

Abbildung 11: Histogramm und Modellan-
passung der Eigenfrequenzquadratabstande
beim rechteckigen Resonator mit Stérung
(nicht-integrables System)

zwischen den beiden System fiir den vorlie-
genden Aufbau kann ein Wert von A¢j, ~ 4cm
abgeschitzt werden.

Abbildung 11 zeigt das Histogramm und die
Modellanpassung fiir den untersuchten recht-
eckigen Resonator mit Storung. Hier sollte es
sich aufgrund der Stérung durch den Vier-
telkreis um ein chaotisches, nicht-integrables
System handeln. Diese Annahme ist hier ge-
stiitzt durch die wesentlich bessere Anpassung
der Haufigkeitsverteilung durch ein Wigner-
Dyson-Modell.

— 11—

v1.0 — 14.06.2009



107 — Quantenchaos

Paul Katolla
Tobias Krahling

4.2 Zustandsdichte nach Weyl

Wie in Abschnitt 2.6 beschrieben, gibt die Weyl-
Formel die mittlere integrierte Zustandsdichte
eines Systems an. Vergleicht man den theo-
retischen Verlauf nach Gleichung (2.30b) mit
der integrierten Zustandsdichte, die aus der
Anzahl der bestimmten Eigenfrequenzen er-
mittelt wird, so erkennt man in Abbildung 12,
das die theoretische Kurve mehr Zustinde
zdhlt als die experimentell bestimmten und zu
hohen Frequenzen hin divergiert. Die gerin-
gere Anzahl in den experimentellen Kurven
ist dadurch begriindet, dass entartete Zustan-
de im experimentellen Aufbau nicht getrennt
gezdhlt werden und sich hierdurch die An-
zahl der Zustdnde reduziert — die Weyl’sche
Beziehung stellt also eine obere Abschédtzung
fir die auftretenden Zustiande dar. Bei inte-
grablen (nicht-chaotischen) Systemen ist der
Entartungsgrad hoher als bei chaotischen Sy-
stemen, wodurch die Kurve fiir das integrable,
rechteckige System niedriger liegt als diejenige
des chaotischen Systems.

Zu beachten ist an Abbildung 12 die unter-
schiedlichen Achsen fiir den theoretischen
Wert nach der Weyl-Formel (rechte Achse) und
fir die experimentellen Werte (linke Achse).
Experimentell konnte nur die integrierte Zu-
standsdichte ab der minimal verwendeten Fre-
quenz f,;, bestimmt werden, d. h.

f
rwm=fpmm (42)

ﬁnin
wéahrend bei der Weyl-Formel, siehe Gleichung
(2.30b), bei der Frequenz f,,;, = 0 begonnen
wird:

f
mwmzﬁpww. (43)

Um die Werte besser Vergleichen zu kénnen
ist daher die integrierte Zustandsdichte durch
die zweite Achse nach der Weyl-Formel um
den Wert ny,,;(5 GHz) verschoben worden.
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Abbildung 12: Vergleich der gemessenen Zu-
standsdichten mit derjenigen nach der Weyl-
Formel (unterschiedliche Achsen beachten).

Die Abflachung der experimentellen Werte bei
hohen Frequenzen ldsst sich dadurch begriin-
den, dass kleine Dips der Eigenfrequenzen,
die bei hohen Frequenzen hiufiger auftraten,
nicht immer aufgelost und somit bestimmt
werden konnten.

4.3 Modenkarten von integrablen und
nicht-integrablen Systemen

In Abbildung 13 und Abbildung 14 sind
die aufgenommenen Modenkarten dargestellt.
Beim Rechteck (Abbildung 13) erkennt man
deutlich die, aufgrund der ausgewihlten Ey4-
Mode, erwartete 4 X 4-Modenstruktur. Hier
handelt es sich also wie erwartet um ein in-
tegrables, geordnetes System. Die abnehmen-
de Intensitit bei grofieren y-Koordinaten sind
durch Einfliisse im apparativen Aufbau be-
griindet. Desweiteren scheinen die Messwerte
bei kleinen y-Werten nicht aufgenommen wor-
den zu sein, gleiches gilt fiir kleine x-Werte.

Rechteckige Resonatoren mit Storungen zei-
gen dahingegen keine Modenstruktur. An Ab-
bildung 14 kann man erkennen, das auch
schon kleine Anderungen der Storung — hier
die Verdnderung des Radius der Viertelkreis-
storung — grofle Anderungen in der Moden-

— 12—
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Abbildung 13: Modenkarte beim rechtecki-
gen Resonator (Ex4-Mode, f = 7,2061 GHz)
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Abbildung 14: Modenkarte bei rechteckigen
Resonatoren mit Stérungen (f = 7,2061 GHz)

karte hervorrufen und sich die Struktur stark
andert. Hier handelt es sich also, wie erwartet,
um chaotische Systeme.

5 Fazit

Dieser Versuch zeigt, wie durch Ausnut-
zung der Aquivalenz von Schrédinger- und
Helmholtz-Gleichung Modellsysteme ent-
wickelt werden koénnen, die quantenmechani-
sche Systeme im klassisch Kontext zuganglich
und beobachtbar machen. Eine Untersuchung
von Billard-Systemen zeigte, das Storungen
von idealen, integrablen Systemen diese in
chaotische, nicht-integrable Systeme tiberfiih-
ren. Dabei war zu beobachten, das ein System
vom geordneten in ein chaotisches System be-
reits tiberfithrt wurde, wenn im klassischen
Modellsystem nur kleine Stérungen vorhan-
den waren — diese war im verwendeten ex-
perimentellen Aufbau bereits durch die An-
tenne zum ein- und auskoppeln der Mikro-
wellen gegeben. Weiterhin konnte gezeigt wer-
den, das es neben der Form des verwendeten
Billard-Modellsystems einen weiteren Parame-
ter fiir die Entstehung von chaotischem Ver-
halten gibt — die Frequenz der verwendeten
Mikrowellen. Chaotisches Verhalten entsteht
erst, wenn die Wellenldnge so klein wird, dass
die Storung von der Welle , gesehen” wird —
das heifit, es gibt einen kritischen Frequenz-
bzw. Wellenldngenbereich, bei der ein integra-
bles System mit kleinen Stérungen in ein nicht-
integrables, chaotisches System tiibergeht.

— 13—
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