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A5 — Tragheitsmoment Physikpraktikum

1. Aufgabenstellung

Bestimmung des Richtmomentes der Feder
Bestimmung des Tragheitsmomentes eines Kunststoff-Vollzylinders.

Bestimmung des Tragheitsmomentes einer Holzkugel und einer Metallplatte.

= » N =

Bestimmung der Metallplattentragheitsmomente, wenn die Drehachse nicht durch den
Schwerpunkt verlauft und Uberpriifung des Steiner’schen Satzes.

2. Grundlagen zu den Versuchen

Ist ein Korper um eine feste Achse drehbar, so tibt eine Kraft, deren Wirklinie nicht durch den
Schwerpunkt verlduft, ein Drehmoment auf diesen Korper aus und versetzt diesen in eine

Rotationsbewegung. Das Drehmoment M 148t sich bestimmen durch

-

M=7xF 1)

mit 7 als Abstand von Angriffspunkt und Schwerpunkt. Der Drehimpuls L ist analog zur
Translation definiert:

-

7= tNf= 77 = m(7x D) bzw.#:z\z o)

Der Drehimpuls zeigt immer in die Normalenrichtung senkrecht zur Ebene und bildet eine
Rechtsschraube.

Bei Rotationsbewegungen spielt die Massenverteilung im Bezug auf eine Rotationsachse eine
Rolle und wird als Tragheitsmoment | bezeichnet. Dieses kann iiber die Beziehung

]:frzdm bzw. ]:frZQdV ©)
1% 14

bestimmt werden.

Verlduft die Drehachse nicht durch den Schwerpunkt des Korpers, so kann das zugehorige
Tragheitsmoment tiber den Satz von Steiner bestimmt werden:

] =Js+a*M 4)

(a2 kennzeichnet den senkrechten Abstand zwischen Drehachse und Schwerpunkt, Js das
Tragheitsmoment bei paralleler Achse durch den Mittelpunkt).

Bei Drehschwingungen einer Feder wirkt dessen Richtmoment D (analog zur Federkonstan-
ten bei transversalen Schwingung einer Feder), das riicktreibende Drehmoment einer Feder
betrdagt dann

M =-Dg )

Die Bewegungsgleichung

dw d?p
M=Tq =l ae ©
lautet dann fiir eine Drehschwingung mit einer Feder:
J¢ = -Dep. 7)
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Mit der Anfangsbedingung ¢(0) = 0 erhdlt man als Losung

Q= asin(\/?t) (8)

und fiir die Schwingungsdauer

T:ZH\/g )

2.1 Herleitung der Gleichungen

Fiir den Drehtisch mit aufgesetzter Tragplatte gilt fiir die Schwingungsdauer T; die Beziehung:

Ty = 2m \/TO (10)

Mit dem Metall-Hohlzylinder erhoht sich das Tragheitsmoment des gesamten Aufbaus um
den des Zylinder, d. h. ] = Jo + Jum.

T, =2n\/% (11)

Bildet man die Differenz aus den Quadraten der Zeiten, so kann das Richtmoment der Feder

bestimmt werden:
o JJot M ]M Con Uo

2 z]o+]M Jo
L-T) = 423

_ 2 Im
D = 4n m (12)
1

Da das Richtmoment der Feder konstant bleibt, kann fiir die Bestimmung des Tragheitsmo-
mentes des Kunststoff-Vollzylinders Jyz Gl. 12 verwendet werden.

T, - Ty

D = drnjpy _ 4njvz
- TZ _ TZ - TZ _ TZ
2 1 3 1
-1
= 13
Jvz ]MTg 2 (13)

Das Tragheitsmoment eines Vollzylinders 1af3t sich aus Gl. 3 mit dV = rdedrdz, r = [0, R],
=[0,2mn], z = [0, L] bestimmen {iber:

271

J= @ff frdrd(pdz
271

= ff —R4d(pdz

1
- LRt g, - 1o R4
Qf ZnR dz 2QnRL

— m
nLR?

und mit ¢ = 7

1
I= EmR2 (14)
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Fiir einen Hohlzylinder pafst man die Parametrisierung an: r = [R;,Ral;0 = und

erhalt:

__m
TR )

1= om(R%+R2) (15)

Das Tragheitsmoment einer Kugel kann einfach tiber Kugelkoordinaten mit der Parametrisie-
rung r = [0,R], ¢ = [0,2n], 9 = [0, ], AV = r2sin® 9drd?9 dg berechnet werden:

27 i R
I=Qf f f sin® 9 drddde
o Jo Jo

27 T q
:Qf f §R551n38d9d(p
0 Jo
2

271
= —nQRE’f sin® 9 d9
5 0

I = =mR? (16)

3. Versuchsaufbauten und -durchfiihrung

Die Schwingzeit der einzelnen Aufbauten wird jeweils fiir
n Schwingungen (5-10) gemessen und anschliefsend auf eine

Schwingung mittels T = £ umgerechnet. Die Bestimmung der «~—— Objekt
Schwingzeiten fiir n Schwingungen wird mehrfach durchge- - Drgzhteller
fiihrt (ca. 5-10). «~— Spiralfeder

3.1 Aufgabe 1

e Abmessungen des Metall-Hohlzylinders (Hohe, Innen- und Aufiendurchmesser) be-
stimmen, Masse wégen;

e Justage des Drehtisches und Tragplatte;
e Bestimmung der Schwingzeit des Drehtisches mit aufgesetzter Tragplatte;
e Bestimmung der Schwingzeit Drehtisch, Tragplatte und Metall-Hohlzylinder;

e Berechnung Tragheitsmoment Metall-Hohlzylinder (Gl. 15 und Bestimmung des Mittel-
wertes und der MefSunsicherheit;

e Berechnung Richtmoment (Gl. 12) und Bestimmung der MefSunsicherheit.

3.2 Aufgabe 2

e Abmessungen (Hohe, Durchmesser) und Masse des Vollzylinders bestimmen;

e Messung der Schwingzeit des Objekts auf dem Drehtisch;
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3.3

3.4

4.1

Berechnung des Tragheitsmomentes aus den Schwingzeiten nach Gl. 13 (J); aus Aufgabe
1);

Vergleich des berechneten Tragheitsmomentes mit dem aus den geometrischen Abmes-
sungen (GLl. 14);

Berechnung der Mefiunsicherheit (Mittelwert und Vertrauensintervall).

Aufgabe 3

Abmessungen (Radius bzw. Durchmesser und Dicke) und Masse der beiden Objekte
bestimmen’;

Messung der Schwingzeiten von den beiden Objekten auf dem Drehtisch;

Bestimmung der Tragheitsmomente nach Gl. 9, hierfiir kann das Richtmoment aus Auf-
gabe 1 verwendet werden.

Vergleich der bestimmten Tragheitsmomente mit denen aus den geometrischen Abmes-
sungen (Gl. 16 fiir Holzkugel bzw. Gl. 14 fiir Metallscheibe);

Abschidtzung der Mefsunsicherheit

Aufgabe 4
Messung der Abstdnde der exzentrischen Drehachsen zur Schwerpunktsachse bei der
Metallscheibe;

Messung der Schwingzeiten bei Befestigung der Metallscheibe an den einzelnen exzen-
trischen Drehachsen;

Berechnung der Tragheitsmomente nach GI. 9, hierfiir kann das Richtmoment aus Auf-
gabe 1 verwendet werden.

Erstelle ]4(a?)-Diagramm mit gemessenen und berechneten Trigheitsmomenten (nach
Gl 4)

Abschitzung der Mefsunsicherheit

MeBwerte

Aufgabe 1

h/mm | d;/mm | dg/mm | r;/mm | r4/ mm | m/kg ]/kgrn2
99,9 100,7 110,0 50,35 55,0 1,1940 | 3,319-1073

Tabelle 1: Daten des Hohlzylinders

n | t/s | t)s | Ti/s | Tr/s D/kgm25‘2
10| 8,0 | 19,4 | 0,80 | 1,94 | 4,195-1072
10| 8,0 [ 19,2 | 0,80 | 1,92 | 4,301 -1072
10| 81 19,2 0,81 | 1,92 | 4,324-1072
10| 8,1 (19,2 0,81 | 1,92 | 4,324-1072
10| 7,9 119,3]0,79 | 1,93 | 4,226-1072

Ol = W N | =

1Bei der Metallplatte wird fiir die Bestimmung der Masse das Befestigungselement abgenommen; bei der
Holzkugel wird der Fehler durch das Befestigungselement vernachlassigt, da dieser sehr gering ist.

—5—
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h ...Hohe

d; ... Innendurchmesser

da. .. Aulendurchmesser
7; ... Innenradius

ra...Auflenradius

m...Masse

J ... Tragheitsmoment aus gemometrischen Abmessungen

4.2 Aufgabe 2

Tabelle 2: MeBwerte Hohlzylinder

Vollzylinder
h/mm 100,0
d/ mm 110,5
r/ mm 55,25
m/ kg 1,30760
J/ kgm? | 1,995-1072

Tabelle 3: Daten Vollzylinder

i| n|tsfs | Ts/s| Jvz/kgm?
1110|156 1,56 | 1,906-1073
210 15,8 | 1,58 | 2,023-1073
3110 15,7 | 1,57 | 1,981-1073
41101157 | 1,57 | 1,981-1073
5|10 | 15,7 | 1,57 | 1,981 -1073

Tabelle 4: MeBwerte Vollzylinder

4.3 Aufgabe 3

Kugel
d/ mm 138, 8
r/ mm 69,4
m/ kg 1,004
J/ kgm? | 1,934-1073

Tabelle 5: Daten der Kugel

i|n| t/s | T/s I/ kgm2

110 (12,9 |1,29 | 1,802-1073
2110 |12,9 | 1,29 | 1,802-1073
3|10 13,11,31|1,858-1073
4101 13,0|1,30 | 1,830-1073
5|10 13,0 | 1,30 | 1,830-1073

Tabelle 6: MeBwerte Kugel

i ...laufende Nummer

— 3 s o=

t5 ...
Ts...

Jvz...

.. Hohe

.. Durchmesser
..Radius

.. Masse

.. Richtmoment

... laufende Nummer
... Anzahl Schwingungen

.. Anzahl der Schwingungen

... Schwingzeit Drehtisch fiir n Schwingungen

... Schwingzeit Drehtisch und Objekt fiir n Schwingungen
... Schwingzeit Drehtisch fiir eine Schwingung

... Schwingzeit Drehtisch und Objekt fiir eine Schwingung

.. Tragheitsmoment aus geometrischen Abmessungen

Schwingzeit fiir n Schwingungen
Schwingzeit fiir eine Schwingung

Tragheitsmoment
Metallscheibe
d/ mm 399, 5
h/ mm 2,3
r/ mm 199,75
m/ kg 0,729
J/ kgm? | 1,454 -1072

Tabelle 7: Daten der Metallscheibe

i|n | t/s | T/s I/ kgm2

1]10 38,8 3,8 | 1,630-1072
2110 (38,7 |3,87|1,621-1072
3|10 |38,8|3,8 |1,630-1072
4110 |38,8|3,88|1,630-1072
5|10 |38,8|3,8 | 1,630-1072

Tabelle 8: MeBwerte Metallscheibe
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d...Durchmesser i...laufende Nummer

r...Radius n...Anzahl der Schwingungen
h...Hohe t...Schwingzeit fiir n Schwingungen
m. .. Masse T...Schwingzeit flir eine Schwingung
J ... Tragheitsmoment

4.4 Aufgabe 4

i |la/mm | n | t/s | T/s J/ kgm2 Is/ kgm2
1| 397 |10 405|405 |1,776-1072 | 1,569 - 1072
2 | 7955 | 10 | 45,0 | 4,50 | 2,192-1072 | 1,915-1072
3 | 1194 |10 | 51,5 |5,15 | 2,838-1072 | 2,493-1072
4 | 159,15 | 10 | 59,1 | 5,91 | 3,781-1072 | 3,300 - 1072
5 202 | 10| 39,1 (391 |1,655-1072 | 1,484-1072
6 | 6025 |10 | 42,5 |4,25|1,955-1072 | 1,719-1072
7 | 100,0 | 10 | 48,4 | 4,84 | 2,536-1072 | 2,183 -1072
8 | 139,95 | 10 | 57,7 | 5,77 | 3,604 -1072 | 2,882-1072
9 39,7 | 10 | 40,6 | 4,06 | 1,785-1072 | 1,569 - 1072
10 | 79,55 | 10 | 45,1 | 4,51 | 2,202-1072 | 1,915-1072
11| 1194 |10 | 51,8 | 5,18 | 2,905-1072 | 2,493 -1072
12 | 159,15 | 10 | 59,2 | 592 | 3,794-1072 | 3,300 - 1072
13| 202 |10 |39,0 |3,90 | 1,647-1072 | 1,484-1072
14 | 6025 |10 | 42,4 | 4,24 | 1,946-1072 | 1,719 -1072
15| 100,0 | 10 | 48,4 | 4,84 | 2,536-1072 | 2,183 -1072
16 | 139,95 | 10 | 57,7 | 5,77 | 3,604 -1072 | 2,882 -1072
Tabelle 9: MeBwerte Metallscheibe
i...laufende Nummer a...Schwingachsenabstand vom Mittelpunkt ... Anzahl der Schwingungen
t...Schwingzeit fiir n Schwingungen T...Schwingzeit fiir eine Schwingung

J. .. Tragheitsmoment aus Schwingzeit  Jp. .. Trdgheitsmoment nach Gl. 4

5. Auswertung und Fehlerrechnung

5.1 Aufgabe 1

Tragheitsmoment des Hohlzylinders
Aus Gl. 15 folgt fiir das Tragheitsmoment des Hohlzylinders: Juz = 3,319 - 103 kg m2.

Der Maximalfehler des Funktionswertes (da die einzelnen Mefigréfien nicht tiber MefSreihen
bestimmt wurden)

_ o (|9nz Inz ‘ 9]z ‘
AJnz = i(' . Am‘+ R, AR, |+ R AR;

)

i(‘% (RZ + R?) Am

1
+ ‘Em (ZRA) AR4

1
+ ‘Em (ZRi) AR;

49,07 - 10 ¢ kg m?

mit Am = 103 kg, AR4 = AR; =510 m.
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Richtmoment

Das Richtmoment kann nach Gl. 12 berechnet werden und ist bereits in die MefSwerttabelle
(Abschnitt 2) eingetragen, der Mittelwert folgt aus

— 1 5
D= E;Di
=4,274-102kgm?s~2

Da keine grofseren Mefireihen durchgefiihrt wurden, wird hier ebenfalls der Maximalfehler
des Funktionswertes bestimmt:

oD oD JD
AD = +||—A —AT —AT
*\|97 ]'+8T2 2| *am 1)
4 87JT, 87JT;
== —Z—H—ZA] + —LZZATQ + LZZA’IH
S

=+5,212-10 " kgm?s™

mitA] = £9,07-10 kgm?, T = £ Y2 | Ty, = 0,802s, T, = £ Y., To, = 1,926, ATy, = 0,025

5.2 Aufgabe 2
Tragheitsmoment des Vollzylinders aus geometrischen Abmessungen
Nach Gl. 14 folgt fiir das Tragheitsmoment:

Jvz =1,995- 1073 kg m?
Maximalfehler des Funktionswertes:
Iz ' Iz '
A =+||=—=A ——AR
Jvz +(‘ om M| OR
_ i( %RZAm‘ ; |mRAR|)

= 45,137 - 10 ® kg m?

Tragheitsmoment des Vollzylinders aus der Schwingzeitmessung

Die berechneten Tragheitsmomente des Vollzylinders aus der Schwingzeit nach Gl. 13 sind
bereits in die Tabelle 4 eingetragen. Als Mittelwert ergibt sich

5
Y Jvz, =1,972-10 kgm?
i=1

1| =

Jvz =

2Annahme; Zeitgenauigkeit (Ablesung) +15 s, da fiir 10 Schwingungen gemessen wurde, ist der Fehler kleiner,

hier wurde angenommen, der max. Fehler ist 2 - ; durch die Anzahl der Schwingungen.
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Maximalfehler des Funktionswertes:

vz vz ‘ dJvz ' vz ‘
=+||=—=A ——AT3| + |[=——AT,| + | =—=—AT
AJyz =+ iz JHz| + T, M|+ 9T, AT+ oy, AT
— —2 — —_—2 =2
Ty —T T T2
=+ %A]Hz + 2]Hz_2—3_2AT3 + _ZIHZ3—122T2AT2
T, - T, T, - Ty (T_z _T_l)
— —2 -2
T Ta =T —
+ _2]HZ_2—1_2+2]HZﬁT1 ATy
T, - T (T2 —T1)

= +1,370 - 10 * kg m?

mit T3 = 1 Y7, Ts, = 1,575, AT3 = +0,02s.

5.3 Aufgabe 3
5.3.1 Kugel

Tragheitsmoment aus den geometrischen Abmessungen
Nach GL. 16 folgt:
Jk =1,934-10 % kgm?

Maximalfehler des Funktionswertes:

_ (|9 IIR|) _ (‘% 2
A]K_J_r(’amAm’+ 8R)_i 5RAm

émRAR’) = +4,714-10 ® kg m?

+
5

Tragheitsmoment der Kugel aus der Schwingzeitmessung

Die berechneten Tragheitsmomente der Kugel aus der Schwingzeit nach Gl. 9 sind bereits in
die MefSwerttabelle 6 eingetragen. Als Mittelwert ergibt sich

5
Jo=z Y Jk =1,824-10 kgm’
i=1

1
5
Maximalfehler des Funktionswertes:

—
_ (|9 ‘ Ik ‘ _.nr
AIK_i(’&DAD + 8TAT == 47_(2AD 5P~

1=T
+ ‘—D—ATU = +7,845-10° kg m?
mitT =17, T;=1,298s.

5.3.2 Metallscheibe

Tragheitsmoment aus den geometrischen Abmessungen
Nach GL. 14 folgt:
Js = 1,454 - 1073 kg m?

Maximalfehler des Funktionswertes:

Nz p ‘WﬂARD =+ (‘%RZAm' + |mRAR|) = +2,723 - 10~ kg m?

+

A]VZ:i( am IR

—9-—
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Tragheitsmoment aus der Schwingzeitmessung

Die berechneten Tragheitsmomente der Metallscheibe aus der Schwingzeit nach GI. 9 sind
bereits in die Mefiwerttabelle 8 eingetragen. Als Mittelwert ergibt sich

5
1
Js =2 Z]Si =1,454- 1073 kgm?
=1

Maximalfehler des Funktionswertes:

AJs =+ (‘%AD' + aﬁAT‘) = -l_-(

—2
1T 1—T
—~Z_AD|+ |=D—=AT|| = +7,845 - 107° ke m?
D oT i +‘2 2 '] 7,845 10 kg m

mitT=1Y7, Ti=1,3,878s.

5.4 Aufgabe 4

+ | — gemessen tiber Schwingzeit .

»
(o)}
|
T

— aus geometrischen Abmessungen °

T S A N S S e e
o) 0} e} N W~ (o)} 0¢} (e} N H~
T T O T T I

Abbildung 1: ](az)-Diagramm
Werte aus der linearen Gradenregression | = Cx + B
e fiir gemessene Werte iiber Schwingzeit:
B=1,633-107°kgm?
C=90,17-10"%kg
e fiir berechnete Werte aus geometrischen Abmessungen:
B =1,454-10"° kgm?
C=72,88-10""kg

—-10 -
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6. Bewertung und Vergleich der Daten

Fiir das Tragheitsmoment des Hohlzylinders wurde aus den geometrischen Abmessungen
ein Wert von Jiz = 3,319-102 kgm? £9- 107 kg m? oder Jyz = 3,319-1073 (1 + 0,27%) kg m?
bestimmt. Das Richtmoment der Feder betrdgt D = (4,27 + 0,052) - 1072 kg mZ2s2bzw. D =
4,27 -1072 (1 + 1,2%) kgm? s~2. Beide Werte sind relativ genau, so df3a sie in den weiteren
Versuchen verwendet werden konnen.

Das aus den geometrischen Abmessungen bestimmte Tragheitsmoment fiir den Vollzylinder
betrégt Jyz = (1,995 + 0,005) - 10 kgm? (Jyz = 1,995 - 1073 (1 + 0,25%) kg m?) und aus der
Schwingzeit Jyz = (1,97 +0,14) - 1073 kg m? (Jyz =1,97-103 (1 £ 7,1%) kg m?). Der aus der
Schwingzeit bestimmte Wert ligt mit seiner Mefsunsicherheit im Bereich des theoretischen.

Fiir die Kugel wurde ein theoretisches Tragheitsmoment zu Jx = (1,934 + 0,005) - 1073 kg m?
(Jk = 1,934 -1073 (1 + 0,26%) kgm?) und aus der Schwingzeit Jx = (1,82 + 0,05) - 10~2 kg m?
(Jk = 1,82 - 1073 (1 + 4,4%) kg m?) bestimmt. Die grofiere Abweichung konnte u.a. durch
die Vernachladssigung der Masse des Befestigungselementes hervorgerufen werden. Ebenfalls
konnte der Kugeldurchmesser nicht selbst bestimmt werden — hier wurde der aufgedruckte
Wert verwendet.

Bei der Metallplatte gibt es die grofite Diskreptanz zwischen gemessenen und theoretischen
Werten:

e theoretisch: Vs = (1,45 +0,03) - 103 kgm? (Vs = 1,45 - 1073 (1 + 2, 1%) kgm?)
e aus der Schwingzeit: Vs = (1,6 £0,4) - 1073 kg m? (Vs =1,6-1073 (1 +23%) kg m?)

Ursachen hierfiir konnten u.a. an der Befestigung liegen (diese wurde nicht mit bertick-
sichtigt) als auch an Querschwingungen der Metallplatte, die die Messung storen. Da diese
Messung bereits grofiere Fehler verursachte, ist nicht verweunderlich, dafs auch bei Aufgabe
4 grofiere Abweichungen zwischen theoretisch und experimentell auftreten. Dabei ist jedoch
das Tragheitsmoment im Schwerpunkt, ermittelt tiber die lineare Regression, identisch mit
dem aus Aufgabe 3.

Ursachen fiir die grofsere Diskreptanz zwischen theoretischen und gemessenen Werten liegen
sicherlich in der Zeitmessung, da hier bereits kleine Differenzen groflere Anderungen hervor-
rufen. Vor allem bei grofiem a2 war die Zeitbestimmung nicht ganz einfach — den Fixpunkt fiir
die Zeitmessung war weniger deutlich erkennbar.

Da die Waage nicht mehr ganz auf den Nullpunkt einstellbar war und durch mangelnde
Skaleneinteilung in dem Bereich eine entsprechende Umrechnung nicht moglich war, wurde
(nach Anmerkung des Betreuers) die Meflunsicherheit auf Am = +1 g gesetzt (und nicht auf
Am = £0,1g).

Generell wurden bei allen Fehlerberechnungen der Maximalwert des Funktionswertes nach
dem Gaufi’schen Fehlerfortpflanzungsverfahren ermittelt, da die Messungen nicht héufig
durchgefiihrt wurden, so dafd das allg. Gaufi’sche Verfahren nicht gerechtfertigt wire. Die
Abweichungsbestimmung vom Mittelwert fiir n = 5 ist nicht sehr vertrauenswiirdig. Im
Allgemeinen konnten die Werte sicherer werden, wenn die Messungen haufiger wiederholt
werden wiirden, so dafs Mittelwert und Standardabweichung ermittelt werden konnten.

7. verwendete Gerate

e Drehtisch
e Libelle
e Waage Am = +1 g (siehe Bemerkung oben)

-11 -
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[Dem06]
[Kuc94]
[Mey06]

[Tip98]

[Wal94]

Schieblehre mit Nonius, Ax = +£0, 1 mm
Mafistab, Ax = +1 mm
Analoguhr Junghans, At = % s

Probekorper und Befestigungsmaterial
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